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INTRODUCCION
Durante el periodo 1974-1978 el I.G.C. de Portugal realizó
distintas campañas de Astronomía y Geodesia de segundo orden, con la
determinación de la latitud y longitud astronómicas por alturas iguales
con astrol abio de pri sma (Nuno de Souza, A., 1978). Resultado de este
proyecto es 1a determi naci ón de 1as componentes de 1a desvi aci ón de 1a
vert i ca 1 (f;, n) en 128 puntos de 1as redes geodés i cas de pri mer, segundo
y tercer orden de Portugal, repart idos homogéneamente y con una di stanci a
medi a entre purtos dato de unos 30.000 metros, ideal para fi nes de determi-
nación del geoide.
En este trabajo se ha determinado el geoide astrogeodésico
por distintos métodos, aproximación lineal de Helmert, aproximación polinó-
mica y predicción por mínimos cuadrados, contrastándose los resultados
con lps obtenidos por observaciones espaciales Doppler.
l. OBSERVACIONES ASTRONOMICAS
Las observaciones de latitud y longitud efectuadas por el
método de alturas iguales, están corregidas por movimiento del polo,
es decir, referidas al polo O.C.I., por curvatura de la plomada, ecuación
persona 1 y referi das al meri di ano de Greenwi ch, medi ante 1a contrastaci ón
del instrumental de observación en el Observatorio Astronómico de Coimbra.
En estas condiciones se puede afirmar que las componentes de la desviación
de 1a vert i cal están referi das a un sistema homogéneo y verifi can 1as
especificaciones de la I.A.G. para la determinación del geoide. Ahora
bi en, no están corregi das por Topografí a e I sostas i a puesto que no se
tiene un modelo digital del terreno para Portugal, tmpr-esc ind í bl e para
realizar dichas correcciones de forma automática.
La red astrogeodésica de Portugal se complementa con una
buena red de ni ve 1aci ón de alta preci si ón y con dos determi naci ones con
técnicas Doppler en los vértices Padrela, situado al Norte y Cabe~a,
situado en el Sur (fig. 1).
El DATUMescogido para los cálculos está definido por: Punto
fundamenta 1, Me1ri ea (Vértice de primer orden y fundamental de 1a red




a = 6378388.0 metros ,
2
e = 0.00672267 ,
siendo (f,;o,Tlo)las componentes de la desviación de la2 vertical en Melric;a(Sistema ED50), No la ondulación del geoide, y a, e los parámetros del
e1ipsoide internacional de Hayford, tomado como superficie de referencia.
2. APROXIMACION LINEAL DE HELMERT
Para encontrar una triangu1ación óptima se han aplicado técnicas
de simulación y la minimización de funciones escalares de la matriz cofactor
Q •• (Núñez y Sevilla, 1988), encontrándose la configuración de la figurax x
2-como óptima desde el punto de vista de minimización de funciones tales
como, máximo autovalor de o.• , A máx (Q •• ), traza de Q •• y determinante""Xx xx xx
Con esta configuración se ha procedido a la determinación
del. geoide en Portugal por el método de Helmert (Sevi 11a y Núñez, 1988).
1a matri z de pesos de 1as observaci ones se supone di agona 1, Y el peso
de la i-ésima observación entre los puntos Pj y Pk, cuya distancia es
djk, viene dado por,
2
Pjk (l40.000/djk) ,djken metros
es deoir, una desviación típica a priori, para puntos alejados 30.000
metros; del orden de 0.25 metros en la determinación de la diferencia
de ondulación del geoide.
En pri mer 1ugar se ha efectuado una compensac i on con ~unto
fijo y a un nivel de significación a = 0.01, es decir, para un numero
critico wo= 2.58, se han detectado 9 observaciones erróneas, en las que
se observa una fuerte discrepancia entre el valor de las componentes
de la desviación de la vertical en el punto estación y en el punto visado.
Estas discrepancias han sido analizadas por el I.G.C. de Portugal con
la aplicación de métodos gravimétricos, obteniendo resultados similares.
No obstante, no olvidemos que no ha sido efectuada la corrección Topográfica
a las desviaciones de la vertical, y por 10 tanto la presencia de grandes
masas puede influir decisivamente sobre el valor de la desviación de
la vertical.
Eliminadas las observaciones erróneas por el W-test, de Baarda,
se ha procedido a una nueva compensación de 1a red astrogeodésica con
un nuevo criterio de ponderación, dado por
2Pjk = (160000/djk) ,
para una distancia de 30.000 metros, un error a priori para la diferencia
de ondulación del geoide, s = 0.19 metros, valor que está de acuerdo
con el error de interpolación de la fórmula de Helmert.
Los resultados de la compensación pueden resumirse en:
los parámetros característicos de la red,
Número total de puntos 128,
Número de puntos fijos 1,
Número de observaciones 325,
Número de grados de libertad. 198.
La desviación típica de la unidad de peso obtenida en el ajuste
es
°0= 1.0336
verificándose el F-test de igualdad de varianzas a priori y a posteriori,
Ha :; 5 = el- (o 2= 1)o o
En la figura 4 se dan las ondulaciones del geoide obtenidas
en el punto con una equidistancia de 1 .netrc, siendo el error medio cuadrá-
tico en los puntos próximos al DATUM del orden de 0.10 metros, y de 0,30
metros en los extremos (Norte y Sur), cantidad más que aceptable a distan-
cias de unos 300 ki1ómetos que se separan los extremos de 1a red del punto
fundamental.
Se han determinado los residuos del ajuste, obteniéndose,
2l:Vi= -2.934 l:Vi= 9.818
l:V= -9.639 l:V 2 = 211.5171\ p"1
siendo v
1
"los residuos sin ponderar y v los ponderados.
Pi
Se determinan los errores medios cuadráticos de las observacio-
nes ajustadas que oscilan entre 0.10 y 0.15 metros, que indican la precisión
local de la determinación del geoide de Portugal, y sobre todo la potencia
de los métodos geodésicos.
El W-test de Baarda no pone de manifiesto ningún error grosero
a un nivel de significación a = 0.01.
Se hace el análisis de la fiabilidad de la red de acuerdo
a 1a teorí a de W. Baarda (Baarda, 1968), determi nándose los parámetros
de redundanci a local q", los parámetros de fiabilidad externa e interna,
rx y re ' y e1 erro~ crit ico para que el W-test detecte observaci ones
erróneas, con una potencia del test a = 0.80 Y una significación a = 0.01,
que es del orden de 1 metro. La fiabilidad total de la red, Fr = l:qi/m =
0.42, que demuestra la bondad de la configuración.
La suma de residuos tipificados, la media, la suma de cuadrados
y la desviación típica de la media son






Se aplica el t-test para el análisis de posibles sistematismos,
considerando la variable T = /w/0-W / = 0.573, que sigue una distribución
t con (m-J ) grados de libertad, es decir, 324, bajo la hipótesis nula
Ho; W = O (No exi sten si stemat i smos ) , que se acepta puesto que T=O.573 <
tO.975.324 =1.96.
2
En cuanto al testX de normalidad para la distribución de
los residuos, se ha obtenido,
2 2
)( = 24.426<)( 0.99,13 27.68
aceptándose la hipótesis de normalidad.
En Portugal se han efectuado observaci ones por técni cas Dopp1er
a satél ites, reducidas con efemérides preci sas en el si stema WSG72, en
los puntos Padrela y Cabe~a, con los siguientes resultados,
Cabec;a
x = 4739217,68 + 0.48 metros,
y -625381,84 + 0.53 metros,
Z 4210143,54 + 0.39 metros,
A 5044212,37 + 0.38 metros,
y -662964,30 + 0.42 metros,
Z 3833969.46 + 0.54 metros.
Padrel a
Uti 1izando los parámetros de Transformaci ón de Seppe 1in para
pasar del sistema WGS72 al DATUMeuropeo RE50, dados por lIX = 84,
lIY= 103, lIZ = 127 metros, se obtienen las coordenadas cartesianas (X,
Y, Z) respecto del sistema RE50, y las altitudes respecto del elipsoide
internacional de Hayford, que son,
hpadrel.f 1124.71 metros, h Cab e c a = 12.70 metros
Las cotas ortométricas obtenidas por nivelación de alta preci-
sión son,
hpadrel~ 1148.00 metros, h Cab e c a 50.52 metros,
y por tanto las ondulaciones del geoide de estos puntos respecto del DATUM
Europeo RE50 son,
Npadrela h Padrela - HPadrela - 23.29 metros.
- 37.82 metros.
El incremento de ondulación del geoide entre dichos puntos situa
dos al Norte y Sur de Portugal es,
lIN = Npradela - N Cabe~a = 14.53 metros.
La estimación del error medio cuadrático en lIN no es sencilla,
puesto que las precisiones de las coordenadas Doppler (X, Y, Z) de ambos pun
tos son intrínsecas, y no ponen en evi denci a los pos i b1es si stemat i smos,"
tanto en 1a determi naci ón de 1a órbita de los satélites TRANSIT, como
en 1as correcci ones meteoro 1ógi cas de 1as observac i ones. Por otra parte,
la estimación del error relativo entre las cotas ortométricas de Padrela
y Cabeca unidos a la red de nivelación de alta precisión de Portugal,
debe ser mejor que los 0.10 metros. Para nuestros cálculos se ha supuesto
que el error en lIN es de + 1 metro, hipótesis optimista, pero un error
más grande nos llevaría inmediatamente a despreciar el control Doppler,
y aún así veremos que dicho controles cas i inexistente para una red
astrogeodésica de gran densidad y calidad.
Para integrar las observaciones obtenidas por técnicas Dopp1er
se han seguido dos caminos distintos:
a) La diferencia de ondulación del geoide lIN entre los puntos Padre1a y Cabe
~a, se ha introducido en la red astrogeodésica como una observación más,-
con una desviación típica a priori, s(~N) = ~ 1 metro.
Se ha procecido a 1a compensación de 1a red astrogeodésica
con esta observación adicional, Npadrela - NCabep = 14.53 metros.
Los resultados obtenidos son casi idénticos a los obtenidos anteriormente
(sin dicha observación) a los niveles de error en los que nos movemos.
Las ondulaciones del geoide obtenidas en los puntos Padre1a
y Cabe~a con únicamente datos astrogeodésicos han sido,
N - -23.89 metros,Padrela N -37.43 metrosCabe~a
y por tanto,
(lIN)Astrogeodésica = 13,54 metros.
Ya hemos dicho que con datos Dopp1er se tiene
(lIN)Ooppler = 14.53 metros
Existiendo por tanto una discrepancia de 1.01 metro.
i
Añadiendo la observación Dopp1er, resulta
(lIN)Astrogeodesica + Ooppler = 13.65 metros
que tiene una discrepancia de 0.11 metros con la astrogeodésica. Se puede
afirmar que la observación Dopp1er con una desviación típica a priori de
+ 1 metro, ha sido transparente en el ajuste, debido a dos hechos funda-
mentales. Primero, el control es evidentemente pobre y la red con su pro-
pio error absorve la discrepancia de 1.01 metro, y segundo, el error a -
priori de la observación Dopp1er es del orden del propio error de la red
astrogeodésica, y así malamente se puede hablar de control.
b) Con el fin primordial de corroborar las afirmaciones anteriores se ha -
hecho otro cálculo con hipótesis distintas. Se parte de una compensación
libre de la red y después se toman como fijos en la compensación los va-
lores obtenidos con Doppler de la ondulación del geoide en Padre1a y Ca-
be~a. Entonces se investiga la respuesta de la red a estos constreñimien
tos mediante la aplicación de la hipótesis lineal general. Los resultados
obtenidos pueden sintetizarse de la siguiente forma
Para la red con dos puntos fijos, resulta
A 2
00= 1.1052
n = número de incógnitas 126
m = número de observaciones = 325
f número de grados de libertad 199











Luego el estadístico F(H) definido por,
R - R
F(H) A o ,-.../F para b 22. J 9 a • J-a ,
b .2<10
siendo RAla suma de cuadrados de residuos ponderados en el ajuste constreñi-
do y Roen el ajuste libre, y F es la distribución F de Snedecor central
bajo la hipótesis nula de aceptación de los constreñimientos. El valor
de F(H) es 3.937 y el valor de F2•J9a a un nivel de significación
a = 0.01 es 4.61, aceptándose la hipótesis Np d 1 = - 23,29 metrosa r e a
y NC b' = -37,82 metros, lo que corrobora las afirmaciones anteriores.a e<;a
Esto no significa que la geodesia espacial, y en especial,
1a interferometri a con GPS, no sea un control efectivo de 1as redes
geodésicas clásicas. Distintas experiencias con GPS han puesto en eviden-
cia la potencia de estos nuevos métodos, con precisiones del orden
de 10-7 e~ bases observables de 100 a 300 kilómetros, con posicionamiento
relativo en las tres coordenadas (X, Y, Z). Esto significa, determinacio-
nes de la diferencia de altitud respecto de un sistema geocéntrico
con precisión centimétrica en bases de más de 100 kilómetros.
Se ha supuesto una hipotética red GPS para Portugal con
lados de unos 100 kilómetros (fig. 4) Y un error a priori para las
observaciones de diferencia de ondulación del geoide, entre los puntos
de esta red de orden cero, de 0.10 metros, perfectamente alcanzable
si se han enlazado estos puntos con 1a red de nive1ación de alta preci-
sión, y por tanto el error esperado en 1a determi naci ón de 1a cota
ortométrica H es inferior a 0.05 metros a nivel global.
Los resultados de la simulación ponen en evidencia una
considerable mejora a nivel global, con errores del orden de +0.08
metros desde el centro a los extremos de la red.
Ahora bien, la situación ideal para la determinación del
geoide está en 1a combi nación de observaci ones astrogeodési cas, gravi mé-
tricas y de satélites. La determinación gravimétrica de diferencias
de ondulación del geoide, siempre que se tenga una buena cobertura
de gravimetría en unos 300 kilómetros alrededor de cada estación, y
gravimetrías locales en cada punto, densas y precisas (en un área de
5 a 10 kilómetros), oferta precisiones notables en distancias del orden
de los 30 a 100 kilómetros, del orden de 10-6 (Strang van Hees, G.L.
1982). Con etas hipótesis de partida y la combinación de los tres tipos
de observaciones pueden obtenerse geoides para zonas reducidas como
Portugal con precisiones locales de unos 0.02 - 0.05 metros, y globales
mejores que 0.10 metros, que pone en evidencia la potencia de los métodos
geodésicos actuales. .
3. APROXIMACION POLINOMICA DE ONDULACIONES DEL GEOIDE
La ondulación del geoide se aproxima mediante un polinomio
de dos variab1es N (x , y), en un sistema local cartes iano de coordenadas
con origen en el punto fundamental Melric;a, siendo la ondulación del
geoide NHelri~~ -30.11 metros.
k
N(x, y)=l: a .. xi yj
i,j=O 1J
La elección del grado óptimo del polinomio se ha hecho
mediante el F-test, resultando a un nivel de significación ex = 0.05,
k = 1, es decir, se acepta la hipótesis,
H o : a .. = O ,para i,j > 2
1 J
La figura 5 representa un curvado con equidistancia de
1 metro de los resultados obtenidos en el ajuste. Los errores medios
cuadráticos en la determinación de N oscilan entre O.15 Y 0.60 metros,
y los ~alores obtenidos en los puntos Doppler Padrela y Cabec;a son,
N -23.34 metros ,N = -38.55 metrosPradela Cabe~a
~N = Npadrela - NCabe~a = 15.21 metros.
con una discrepancia de 0.68 metros con los valores obtenidos con técnicas
espaciale$ Doppler.
4. PREDICCION MINIMOS CUADRADOS
Con los mismos datos que en las hipótesis anteriores, es
decir ( c , 11) en los 128 puntos de 1a red astrogeodésica, se ha procedido
a la estimación de la función de varianzas-covarianzas empírica de
1a forma,
siendo p¡, P2' q¡, q2 constantes numéricas a estimar y d la distancia (Heitz,




El gráfico 6 muestra un curvado con equidistancia de 1
metro de los valores para N obtenidos en la predicción y los errores
en la determinación de N están comprendidos entre 0.02 y 0.50 metros.
Se ha obtenido en los puntos Doppler,
p¡ 7.5
10.5
N = -23.35 metros, N -37.90 metrosPadrela Cabe~a
~ N = N - N = 14.55Padrela Cabe,a
con una diferencia de 0.02 metros con la diferencia obtenida con satélites.
Los resultados obtenidos por los tres métodos de aproximación
son similares, dentro de los márgenes de error 2n que nos movemos,
y 1as diferenci as en los extremos de 1a red son debidas al carácter
local del método de Helmert y global de los otros dos métodos. Para
una mayor información puede consultarse A. Nüñez, 1988.
5. INFLUENCIA DE LA DESVIACION DE LA VERTICAL Y LA ONDULACION DEL GEOIDEEN LA RED GEODESICA DE PRIMER ORDEN
No en todos los vértices de la red de primer orden de Portugal
se han determi nado 1as componentes (1,; , Tl) de 1a desvi ación de 1a vert i-
cal, debido evidentemente a problemas de acceso. Se ha procedido por
tanto a interpo 1ar ( 1,; , n ) Y 1a ondul ación del geoide en estos puntos
, (A. Nüñez, 1988 pág. 160).
Determinadas, bien por observación o por interpol ación,
1as componentes de 1a desvi ación de 1a vert ica1 en todos los vért ices
de la red de primer orden, se han corregido por desviación de la vertical
las direcciones y los acimutes de la red de primer orden, y las distancias
que estaban referidas a la superficie del geoide se han referido a
la superficie del elipsoide, con el fin de cuantificar numéricamente
la influencia de dichas correcciones en las redes fundamentales.
La corrección por desviación de la vertical a las direcciones
o acimutes viene dada por,
6a i j = - (1,; i sen A i j - Tl i cos A i j ) cotg a i j
para una dirección o acimut observado entre los puntos i, j, siendo
a· . =
1 J








Con los valores corregidos de las observaciones se ha procedi-
do a una nueva compensaci ón de 1a red. La variación de 1as coordenadas,
debido a la aplicación de la corrección por desviación de la vertical,
es pequeña, del orden de 0.05 metros en los extremos de la red. Ahora bien,
esta variación que se muestra en la figura 5 en algunos puntos selecciona-
dos, no es sistemática, por ejemplo, entre los vértices 4064 y 4058
situados en el Norte de Portugal, hay una variación relativa de 0.10
metros, cantidad que es de mayor. orden que la precisión relativa de
1a red.
componentes de la desviación de la vertical en el
punto i
acimut de la línea geodésica que une los puntos i,j
distancia cenita1 entre los puntos i, j
valor de la corrección a aplicar a la direcció~ i,j
Con el fin de cuantificar la influencia de la reducción
al elipsoide, en vez de al geoide, de las distancias observadas! se
ha aplicado la corrección,
= s d = N d IRo
siendo,
do distancia sobre el elipsoide de referencia
d distancia sobre el geoide
N ondulación del geoide medio
R radio medio terrestre
La variación de las distancias es del orden de 3 ppm en
el Norte de Portugal y de 5 ppm en el Sur.
Con las distancias descorregidas por ondulación del geoide
se ha procedi do a un nuevo cá1culo de 1a red, mostrándose 1a vari ación
de 1as coordenadas en 1a figura 6, en donde se puede apreci ar el fuerte
sistematismo producido, que llega en los extremos de la red a 1.5 metros
en la variación de las coordenadas.
Queda por tanto demostrada la importancia de la determinación
del campo gravitatorio terrestre, y en particular de la ondulación
del geoide, con ciertas garantias. Pensemos también, que para la combina-
ción de observaciones clásicas y espaciales es indispensable conocer
1a ordenaci ón del geoide, con el fin exc 1usivo de comparar cantidades
homogéneas observadas respecto de sistemas de referencia distintos.
Estos. hechos hacen que para un desarrollo riguro so de 1a geodesi a en
1a actual idad se tengan que cump 1ir dos requi s í tos fundamental es, una
buena red de nivelación de alta precisión con errores de 0,8 a 1.5
(k mms, y una buena determinación del geoide, con errores locales inferio-
res a 0.10 metros.
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